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Mit der BoRNsdien Näherung als Ausgangspunkt wird die Wirkung des Öffnungsfehlers und 
einer Defokussierung auf den Phasenkontrast eines phasenschiebenden Scheibchens von 5 bis 40 Ä 
Durchmesser berechnet und die Frage diskutiert, inwieweit derartige Objekte durch Phasenkontrast 
abgebildet werden können. Es wird ferner der Versuch unternommen, den Phasenkontrast audi 
quantitativ auf der Basis der Elektronenstreutheorie zu erfassen. Bei derartig kleinen Objekten 
muß man auch den Aufbau aus Einzelatomen berücksichtigen. Die Diskussion zeigt, daß man jedoch 
bei den kleinen Aperturwinkeln, die zur Abbildung benutzt werden, keinen nennenswerten Einfluß 
des atomaren Aufbaues findet. Die Annahme einer phasenschiebenden Scheibe mit einem inneren 
Potential stellt bei Scheiben mit 10 bis 20 Ä Durchmesser aus einer Monolage von Atomen noch 
eine befriedigende Näherung dar. 

Durch die Arbeiten von A L B E R T U. a.1 und T H O N 2 ' 3 

sowie die Bemühungen zur Verbesserung des Auf-
lösungsvermögens der Elektronenmikroskope — sei 
es mit Hilfe von Kondensor-Objektiv-Einfeld-
l insen 4 ' 5 oder HoppE-LENZ-Platten 6 - 8 — ist die 
Ausnutzung des Phasenkontrastes in der Elektronen-
mikroskopie in den Brennpunkt des Interesses ge-
rückt. Wieweit die letztgenannten Möglichkeiten sich 
praktisch realisieren lassen, muß die Entwicklung in 
den nächsten Jahren zeigen. Der Phasenkontrast 
durch Wirkung des Öffnungsfehlers und einer 
Defokussierung 9 ' 1 spielt bei der Kontrastentstehung 
in den zur Zeit zur Verfügung stehenden Hoch-
leistungs-Elektronenmikroskopen jedoch schon eine 
entscheidende Rolle. Man wird in der nächsten Zeit 
auch mit quantitativen Messungen und Bildinter-
pretationen rechnen können. Deshalb soll in der vor-
liegenden Arbeit der Versuch unternommen werden, 
einen Beitrag zur quantitativen Erfassung des 
Phasenkontrastes zu liefern und ihn am speziellen 
Beispiel eines phasenschiebenden Scheibchens zu er-
läutern. Ferner wird über Rechnungen berichtet, 
welche die Zusammensetzung kleiner Phasenobjekte 
aus Einzelatomen berücksichtigen. 
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Der elektronenoptische Brechungsindex berechnet 
sich aus dem „inneren Potential" U[ nach der For-
mel (U0 = Beschleunigungsspannung der Elektronen) 

( (U0+Ui) \ m c1 ) i| 

1 u°[ »m 1 | 1 \ m c2 ) 

I tf, 2 u0 

Der in einer Schicht der Dicke D hervorgerufene 
Gangunterschied beträgt 

d-*Z(n-l)D [rad]. (2) 

Die Phasendrehung <5 kann man erreichen, wenn 
entweder bei konstanter Schichtdicke D das innere 
Potential durch Dichteschwankungen kleiner oder 
größer als die Umgebung ist, oder wenn sich bei 
konstantem U\ die Schichtdicke lokal ändert (Abb. 1) . 
Aus (1) und (2) folgt daher 

d = A(U-XD) I (1 U0). (3) 

Das innere Potential U\ liegt in der Größenord-
nung 1 0 - 2 0 Volt. Bei t/i = 10 V, X = 0,037 Ä 
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(100 kV-Elektronen) beträgt ( n - l ) = 5 1 0 ~ 5 und 
eine Phasenverschiebung von JT/2( = 90° ) wird be-
reits durch eine Schicht von 185 Ä erzeugt. 

Abb. 1. Verschiedene Möglichkeiten, in denen sich ein „Pha-
senobjekt" von der Umgebung durch Differenzen <5 in der 

Phasenschiebung unterscheidet. 

Die Wellenlänge im Objekt ist nach (1) kleiner 
als im Vakuum. Daher läuft die Phase der Welle mit 
der Amplitude A im Objekt derjenigen im Vakuum 
nach. In einer Säule des Objektes in Elektronen-
Strahlrichtung (z-Richtung) kann man den Verlauf 
der Phase in einem Amplituden-Phasen-Diagramm 
darstellen (Abb. 1). Hinter dem Phasenobjekt ist 
die Amplitude um den Winkel d gedreht. Der Zu-
satzbeitrag A-d gegenüber der Umgebung ist um 
90° gegenüber der Amplitude des ungestörten Ge-
bietes verschoben. In der bildseitigen Brennebene des 
Objektivs entsteht bei jeder Abbildung ein 1. Beu-
gungsbild. Die durch das Objekt gehende Strahlung 
(parallel einfallendes Bündel vorausgesetzt) wird 
praktisch im Brennpunkt vereinigt. Eine sehr geringe 
Verbreiterung erfolgt nur durch Beugung infolge der 
Bündelbegrenzung durch die Objektblende oder den 
bestrahlten Bereich. Praktisch liegen jedoch in der 
Elektronenmikroskopie Beleuchtungsaperturen der 
Größenordnung 10~3 bis 1 0 - 5 je nach Erregung des 
Kondensors und Größe der Kondensorblende vor. 
Dies führt zu einer entsprechenden Verbreiterung 
des Brennfleckes. 

Die um 90° phasenverschobene Komponente A <5 
des Phasenobjektes wird aber mit abnehmendem 
Durchmesser 2 r der Phasenstruktur zu einer breiter 
werdenden Beugungsfigur führen (Abb. 3 ) . Bei der 
Superposition im Bildpunkt ist wieder die Amplitude 
des Phasenobjektes um d gegenüber der Umgebung 
verschoben. Der Betrag der Amplitude bleibt unver-
ändert (\A\ = \A'\). Die Phasenstruktur ist un-
sichtbar. 

Elektronen, welche unter einem Winkel ü zum 
Primärstrahl gestreut werden und unter diesem Win-
kel die Objektivlinse durchlaufen, erleiden eine 
Phasenverschiebung9 A durch den Öffnungsfehler 

(Cö = Öffnungsfehlerkonstante ^ 4,5 mm beim Elmi-
skop I) und durch die Defokussierung Af 

A = - " T ( C ö W - 2 A f W ) . (4) 

Diese Phasenverschiebung durch Öffnungsfehler 
und Defokussierung dreht die um 90° verschobene 
Komponente A-d, wodurch bei einer Überlagerung 
im Bildpunkt | A j =j= | A' wird, und die Phasenstruk-
tur wird je nach dem Vorzeichen von d und der 
Phasenschiebung A heller oder dunkler als die Um-
gebung abgebildet. 

Für eine quantitative Theorie des Phasenkontrastes 
ist es zunächst erforderlich, die Beugungsamplitude 
F { $ ) der Phasenstruktur als Funktion des Streu-
winkels $ zu ermitteln. Darauf kann die Phasen-
schiebung nach (4) angewandt werden, indem mit 
dem Phasenfaktor elA multipliziert wird. Anschließend 
erfolgt die Bildrekonstruktion durch FouRiER-Trans-
formation des so in der Phase modifizierten Beu-
gungsbildes. Ein weiterer Eingriff erfolgt durch die 
Aperturbegrenzung mittels der Objektivaperturblende 
in der Ebene des Beugungsbildes. 

1. Phasenkontrast in Bornscher Näherung 

Es gibt jedoch keine reinen Phasenobjekte in der 
Elektronenmikroskopie, sondern die elastische und 
unelastische Streuung ruft eine Intensitätsschwächung 
im Endbild hervor, indem alle Elektronen, welche in 
Winkel größer als die Objektivapertur a gestreut 
werden, von der Aperturblende zurückgehalten wer-
den. Da die elastische Elektronenstreuung mit Hilfe 
der quantenmechanischen BoRNschen Näherung be-
schrieben werden kann, ist diese auch für eine Be-
rechnung der Amplitudenverteilung des Beugungs-
bildes einer Phasenstruktur anzuwenden. 

Die Lösung der ScHRÖDiNGER-Gleichung 

= 0 (5) 

wird in Form einer einfallenden ebenen Welle yj° 
und einer auslaufenden Kugelwelle angesetzt 

•yj = F ($ ) [exp (2 ji i f t) ] / r . (6) 

Die Amplitude F(&) der gestreuten Welle ergibt sich 
nach der 1. BoRNschen Näherung : 

F&) = - - 1 - 2eh2m j* exp (2 7ii(l — f0) 'l)' U(t) dr 



mit f als Wellenzahlvektor der auslaufenden und f 0 

der einfallenden Welle. Dabei ist 

m - 1 / * ; 
( f - f 0 ) « ( l / * ) (e — e 0 ) ; 

e und e0 Einheitsvektoren, 
| f _ f 0 | = (1 / j l ) s i n f t ^ f t / X . 

(8) 

Die Integration erstreckt sich über den ganzen Streu-
körper mit dem Potential U (r). Setzt man hierfür 
ein abgeschirmtes CouLOMB-Potential 

U(x) =U(r) = - ( e Z / r ) e x p ( - r / i ? ) (9) 

mit R als „Atomradius" ein, so ist die Integration in 
(7) elementar ausführbar und liefert direkt den von 

L E N Z 10 angegebenen Ausdrude für die elastische 
Streuung eines Einzelatoms 

2 Z R2 1 
m - OH 1 + ( W 2 

(10) 

mit an = 0 , 5 2 9 Ä als BoHRschen W a s s e r s t o f f r a d i u s 
und # 0 = A/(2 JiR) als „charakteristischen Winkel". 
Da man die abgebeugte Intensität als Quadrat der 
Amplitude erhält, hat / 2 ( # ) = daei/di3 die Bedeutung 
eines differentiellen Streuquerschnittes 10a. 

Geht man von der Streuung am Einzelatom zu 
einem zusammengesetzten Streukörper über (z. B. 
amorphe oder kristalline Schicht), so kann man be-
rücksichtigen, daß F { d ) in (7) proportional zur 
FouRiER-Transformierten des Potentials U(x) ist: 

F(Ö) ~ ^ = / e x p ( 2 * t i f j - r ) - f / ( r ) dr (11) 

mit f) = (f —f 0 ) als Vektor des reziproken Raumes. 
Das Potential U(r) läßt sich umgekehrt als F O U R I E R -

Integral darstellen 

U(l) = JVf)exp(-27iif)-x) dr ' (12) 

(dr ' Volumenelement des reziproken Raumes). 
In kristallinen Objekten besteht Vi) und damit auch 

F (&) aus einem diskreten Spektrum, da es nur an 
Gitterpunkten des reziproken Gitters von Null ver-
schieden ist und man kann schreiben 

U(x) = 2 VexP ( — 2 ji i Ij • r) (13) 
f) 

summiert über alle Gitterpunkte f) des reziproken 
Gitters. Der Koeffizient V0 = U[ für f) = 0 dieser Ent-
wicklung ist das „innere Potential". Bei amorphen 
Objekten stellt V(f)) die FouRiER-Transformation 
der Atomdichteverteilung dar. Abb. 2 zeigt schema-

Abb. 2. Schematischer Verlauf der Streukurven F2 ($) für 
amorphe und polykristalline Schichten, sowie für Einzelatome 

(Gas-Streuung) (T.D.S.=thermisch diffuse Streuung). 

tisch, wie sich die elastische Streuung des Einzel-
atoms (10) bei kleinen Winkeln durch diese 
„Packungseffekte" verändert. Weiter unten wird der 
Fall eines kristallinen und amorphen Phasenobjektes 
noch näher diskutiert. Zunächst sei der Spezialfall 
einer phasenschiebenden Scheibe mit dem Durch-
messer 2 R, der Dicke D und dem inneren Potential 
Uj angenommen. 

Da für die Streuung an der Phasenstruktur nur 
der Unterschied gegenüber der Umgebung zu berück-
sichtigen ist, hat man in (7) für U(r ) = U\ innerhalb 
der Scheibe und U (r) = 0 außerhalb der Scheibe zu 
setzen. Aus (7 ) ergibt sich dann für die gestreute 
Amplitude mit A0 als Amplitude der einfallenden 
Welle (s. Abb. 3) 

A0 F(ft) = An 2em »0 

4 JI 
-7t D 

h 2 ( 1 4 ) 

J j* J f / i e x p ^ j 1 rfi cos<p j r d r d<p dz . 

0 - j O 

Mit der Relation 
+n 

F e x p ( i Z cos <p) D<p = 2 J Z / 0 ( X ) ( 1 5 ) 
- j i 

( / 0 BESSEL-Funktion 0. Ordnung) ergibt sich aus 
(14) 

R 

A0F(#)= A°e™UiD J / 0 (16) 
o 

Da f x Jo ( x ) dx = x J1 (a;) ist, folgt mit der Substitu-
tion X= (2 7l/X) T $ 

= A ( ^ f • ( 1 7 ) 

Dieser Ausdruck gibt die um 9 0 ° verschobene Am-
plitudenverteilung in der Beugungsebene wieder. Die 

>|Oi 

' Elektronen 
unelastische Streuung 

y elastische Streuung des Einzelatoms 
amorphes Objekt 

polykrist. Schicht 

Beugungswinkel & 

1 0 F . LENZ, Z . Naturforsdig. 9 a, 1 8 5 [ 1 9 5 4 ] . ioa Mit / (#) soll im folgenden die Streufunktion eines Einzel-
atoms und mit F(&) diejenige eines zusammengesetzten 
Streukörpers unterschieden werden. 



unter dem Winkel & gestreute Strahlung ist mit dem Phasenfaktor elA zu multiplizieren. Die Rüdetransforma-
tion in die Bildebene (Abbildungsmaßstab 1 : 1 ) erhält man durch eine weitere FouRiER-Transformation. 

a +JI 

£(r ' ) = A J j > ( # ) exp(i A)-exp — ^ r ' ^ c o s * ) (18) 

0 -71 

(Zur Bedeutung von £ s. Abb. 3, a = Objektivapertur). Der Faktor 1 / / muß in (18) aus Normierungsgründen 
hinzugefügt werden. Nur dann bleibt die Elektronendichte, welche der Intensität und damit dem Amplituden-
quadrat proportional ist, erhalten (s. a. Darstellung des entsprechenden optischen Problems n ) . 

Einsetzen von (17) in (18) führt zu dem Ausdrude 
a 

B(r') = A0 e m £ D A J" Jx R # ) JQ (^L / # ) e^W d# = | B (/) | eiA'. (19) 

Nach Abb. 4 gilt ! Bges \=A0 + \B ( / ) | sin A', und da e,A = cos A + i sin A ist, braucht in (19) nur der Term 
sin A des Phasenfaktors berücksichtigt werden, um den Beitrag des Phasenkontrastes zu erhalten: 

a 

I B ( / ) ges | = + e m * D * h [ f r » ) s i n A ^ ' (20) 
o 

A» iBtr'fhin A' 

Objekt 
_ _ * / phasenschiebende 

Scheibe 
£ iCr1) 

r 

Abb. 4. Überlagerung der Amplitude A0 und der vom Phasen-
objekt gestreuten Amplitude A0 ö (um 90° phasenverschoben), 
welche durch Einwirkung des Objektivs und der Abbildung 

in der Bildebene zu B(r') modifiziert wurde. 

J k ' ^ A ^ A f i. Beugungsbild 

Abb. 3. Zur Erläuterung der Koordinaten im Objekt, 1. Beu-
gungsbild und der Bildebene. 

(21) 

Phasenschiebung durch die Linse ergibt sich aus (20) 

B(r')ges =A0 + iA0 i ^ p =A0 + iA0-d (22) 

Schiebung d des Objektes. Damit ist nachgewiesen, 
wie auch theoretisch zu erwarten ist, daß mit der 
BoRNschen Näherung (7) als Ausgangsgleichung und 
Berücksichtigung von nur einer FouRiER-Komponen-

Mit der Relation U0 )? = / r / 2 e m und 
oo 

0 

i i f« j i- u i * . l I i ten U; aus (12) bzw. (13) die klassische Gleichung d. h. fur den tall ohne Aperturbegrenzung und ohne /ON , . _ ... . . . . . .. _ , 
(3) resultiert. Daruber hinaus liefert die boRNsche 

Näherung über die Gin. (7) bis (20) ein Verfahren 
durch Integration über eine beliebige Potentialver-
teilung U(r) den Phasenkontrast quantitativ zu be-

mit der in (3) elementar abgeleiteten Phasenver- rechnen. 

11 M. FRANZEN, Interferences, diffraction et polarisation, in Handbuch der Physik, Bd. 24 (Hrsg. S. FLÜGGE), Springer-Verlag, 
Berlin 1956. 



Abb. 5. Die Bildamplitudenfunktion L(r') in Abhängigkeit von 
der Bildkoordinate r (horizontal) für a) ein 5 Ä-, b) 10 Ä-, 
c) 20 A- und d) 40 Ä-Scheibchen als Phasenobjekt bei ver-
schiedenen Defokussierungen .zl/. Ausgezogene Kurven für eine 
Apertur von a = 4 -10~ 3 , gestrichelte für 8 - 1 0 " 3 ([/„ = 80 kV, 
CÖ = 4 mm). Die gestrichelten Rechtecke in b), c) und d) ge-
ben die „ideale" Bildamplitude an (Normierung auf 1). In a) 
muß es heißen Af=+0,l/u (statt / = + 0 , l i u ) und in d) 

A / = —0,4 [A, ( s t a t t / = - 0 , 4 ^ ) . 

c) 

d) 



2. Quantitative Durchrechnung einer 
phasenschiebenden Scheibe 

Eine Scheibe als Phasenobjekt mit einer Dicke 
D <€ 2 R wurde gewählt, weil mit (20) ein einfach 
auswertbares Integral zur Verfügung steht und auch 
viele organische Moleküle mit ebener Atomanord-
nung sich durch eine derartige Scheibe approximieren 
lassen. 

Das Integral in (20) wurde numerisch mit einer 
elektronischen Rechenmaschine (Zuse Z 23) für ver-
schiedene Werte des Radius R, der Defokussierung 
Af und der Apertur a (spez. 4 , 1 0 - 3 , ausgezogene 
Kurven, und 8 ' 1 0 - 3 , gestrichelte Kurven in Abb. 5) 
ausgewertet. Es wurde Cö = 4 m m und f/0 = 8 0 k V 
angesetzt. Ausgewertet wurde der Ausdruck 

L ( / ) = 
2 7i R 

(23) 
OL 

• [ A ^ / ^ / o ^ r ' ^ s i n ^ d t f . 

d 

Diese Normierung wurde gewählt, weil dann nach 
(21) bei idealer Phasenschiebung (90 für alle ab-
gebeugte Strahlung) und ohne Aperturbegrenzung 
L{r') = 1 ist. In Abb. 5 a —d sind die Rechenergeb-
nisse jeweils gegen r/R aufgetragen. Wenn man sich 
die Diagramme durch Umklappen um die Ordinate 
nach links ergänzt denkt, erhält man den Bild-
amplitudenverlauf oder nach (27) auch den Intensi-
tätsverlauf, falls man das Phasenobjekt radial photo-
metrieren würde. Man ersieht aus den Diagrammen 
folgende Einzelheiten: 

Es genügt nicht, den Phasenkontrast nur für die 
Bildmitte auszurechnen, da auch die gesamte Intensi-
tätsverteilung im Endbild von Bedeutung ist. Die 
Diagramme zeigen deutlich die Formänderungen der 
Intensitätsverteilungen bei wachsender Defokussie-
rung. Das „Bild" ist mit dem Objekt nicht identisch. 
Bei stärkeren Defokussierungen resultieren keine 
„Scheibchenstrukturen", sondern ein verwaschenes 
Bild ähnlich eines AiRYschen Fehlerscheibchens. (In 
den Abb. 5 ist gestrichelt das „ideale Bild" der 
Scheibchen eingezeichnet.) Man muß sich jedoch audi 
die Frage vorlegen, wie das Objektiv ein Objekt bei 
„idealer Phasenschiebung" abbilden würde, d. h. falls 
für alle Streuwinkel # die Phasenschiebung A = nj2 
(90° ) ist, oder sin A = 1 in (20) bzw. (23) . Abb. 6 
zeigt den so berechneten Einfluß der Aperturbegren-
zung auf die Abbildung der Scheibchenstruktur. Sieht 

R:5A R=2,5A 

Abb. 6. Bildamplitudenfunktion L(r') bei idealer Phasen-
schiebung zJ=90° aller gestreuten Elektronen. Die „Kanten-
abrundung" erfolgt nur durch den Eingriff der Objektivaper-

turbegrenzung in der Ebene des 1. Beugungsbildes. 

man von den Verhältnissen bei dem R = 2,5 Ä-Sdieib-
chen ab, welches an der Grenze des Auflösungsver-
mögens liegt, so werden bei den größeren Scheibchen 
mit wachsender Apertur befriedigend steile Intensi-
tätsabfälle am Rande erreicht. Während aus der 
Abb. 6 folgt, daß eine zunehmende Apertur die Güte 
des Bildes laufend verbessert, gilt dieses nicht bei der 
Berücksichtigung der realen Phasenschiebung A nach 
(4 ) . Die schlechte Wiedergabetreue der defokussier-
ten Abbildung beruht also weniger auf einem Ein-
fluß der Aperturbegrenzung. Der Unterschied in den 
Bildamplituden ist in den Abb. 5 für verschiedene 
Aperturen sehr gering, deshalb sind nur Werte für 
a = 4 • 10~3 und 8 • 1 0 - 3 eingezeichnet. Höhere Aper-
turen ergaben unter den hier berechneten Bedingun-
gen Kurven, die sich praktisch mit derjenigen für 
ot = 8 • 10~3 decken. Es sind aber durchaus Fälle denk-
bar (z. B. geringe Ausdehnung des Phasenobjektes, 
kleiner Öffnungsfehler und schwache Defokussie-
rung) , wo der Phasenkontrast mit wachsender Aper-
tur zunimmt und nicht, wie unten geschildert, kon-
vergiert. 

In den Diagrammen, die nur die ausgezogene 
Kurve für a = 4-10~~3 enthalten, liegt kein wesent-
licher Apertureinfluß vor. Man kann diese Un-
empfindlichkeit von der Apertur veranschaulichen, 



wenn man in (23) sin A durch den komplexen Aus-
druck elA ersetzt und Real- und Imaginärteil mit der 
EuLERschen Beziehung getrennt ausredinet, indem 
man von der Apertur 0 beginnend bis a aufintegriert. 
Jedem Punkt in einem derartigen Amplituden-
Phasen-Diagramm (Abb. 7) entspricht eine be-
stimmte Apertur. Dieses Diagramm zeigt graphisch 
die Konvergenz von Amplitude und Phasendrehung 
mit wachsender Apertur. Jeder eingezeichnete Punkt 
dieses Diagrammes ist ein Schritt bei der numerischen 
Aufsummation zur Berechnung des Integrales (23) . 
Diese Intervallbreite wurde auch bei der Berechnung 
der Kurven in Abb. 5 benutzt. Oberhalb 16 - 1 0 - 3 ist 
die Kurve des Amplituden-Phasen-Diagramms so 
stark gekrümmt, daß diese in engen spiralförmigen 
Bahnen um einen Konvergenzpunkt herumläuft. Bei 
größeren R und größeren Defokussierungen tritt 
diese Konvergenz schon praktisch bei etwa 4-1CP3 

auf. 

Amplituden - Phasendiagramm 
01*4 10'' Realteil 

. *'••
 1 

Ol a 16 -10 | 

V Xfoi = 12 !0-3 

I " I l 
I ' l 

I i I 
l I I 
I I I 
| I i 

Imagingrleil 

Abb. 7. Darstellung des Verlaufes von B{T') für ein 20 Ä-
Scheibchen, einer Defokussierung von zl /=0 ,4 /u und r' = 0 

(Bildmitte) bei wachsender Aperturöffnung a. 

Die Variation der Öffnungsfehlerkonstanten in den 
Rechnungen zeigte, daß diese bei Teilchendurch-
messern größer als 10 Ä praktisch keinen Einfluß 
auf die Rechenergebnisse hat. Dies ist leicht ein-
zusehen, da der Öffnungsfehlerterm in (4) pro-
portional zu geht. Bei den kleinen Streuwinkeln, 
unter denen die Beugungsmaxima derartig großer 
Phasenobjekte zu finden sind, ist der Beitrag des 
Öffnungsfehlers zur Phasenschiebung also sehr ge-
ring und der Beitrag proportional ß2 der Defokussie-
rung überwiegt bei weitem. 

3. Berücksichtigung des atomaren Aufbaues 
phasenschiebender Objekte 

Oben wurde der einfachste Fall eines phasen-
schiebenden Objektes in Form einer Scheibe be-
handelt. Ebenso elementar ließe sich auch als anderer 
Modellfall der Phasenkontrast eines kugelförmigen 
Teilchens berechnen. Scheibchen aus 5 - 20 Ä Durch-
messer sind jedoch bereits aus einer endlichen Zahl 
von Atomen aufgebaut, so daß der Einfluß dieses 
Realbaues phasenschiebender Scheibchen zu berück-
sichtigen ist. 

Abb. 8 zeigt z. B., wie Scheibchen von 10 oder 
20 Ä aus Einzelatomen in dichtester oder quadra-
tischer Packung aufgebaut sind. Im folgenden soll 
nicht die Bildamplitude B(r') ausgerechnet werden, 
sondern die Berechnung beschränkt sich auf F [ß) — 
der Beugungsamplitude dieser Anordnungen. Wie in 
der kinematischen Theorie der Beugung für Kristall-
gitter — etwa bei der Berechnung des Struktur-
faktors einer Elementarzelle — kann man davon aus-
gehen, daß sich die Streukurve F (•#) aus dem Pro-
dukt der Streufunktion / ( # ) des Einzelatoms (10) 
und der phasenrichtigen Summation über alle 
n Atome des Scheibchens zusammensetzt: 

2 e x p { 2 ^ i ( ! - f 0 ) r Ä } . (24) 
ifc=i 

Dieser Ausdrude läßt sich einfacher auswerten, wenn 
man voraussetzt, daß in bezug auf das Zentralatom 
mit r 0 = (0,0) die Atome symmetrisch liegen, d .h . 
zu einem Atom r = (x, y) ist auch eines mit r = 
( — x, y) vorhanden. Dann läßt sich (24) zusammen-
fassen 

Z=(n —1)/2 
F ( 0 ) = / ( 0 ) { 1 + 2 2 cos (2 7i ( t - f 0 ) r * ) } ( 2 5 ) 

* = i 

= / ( * ) j l + 2 X (xk U y k j 

mit T/c = (xk , yk) als Position des £-ten Atoms und 
( f , rj) den Winkelkoordinaten in der Beugungsebene 
(VF+y2 = d). 

Abb. 8 zeigt die mit einer elektronischen Rechen-
maschine nach (25) berechneten Beugungsdiagramme 
der eingezeichneten Atomanordnungen in verschiede-
nen Richtungen. Diese Diagramme sind nichts an-
deres als Beugungsdiagramme von in ihrer Ab-
messung stark begrenzten Flächengittern. Die Haupt-
maxima entsprechen den BRAGGschen Reflexionen an 
den Netzebenen (zu Netzgeraden entartet), welche 
senkrecht zur betreffenden Richtung liegen. Ihre Posi-
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Abb. 8. Die Streukurven F (#) für phasenschiebende Scheibchen aus einer Monolage von Atomen, in verschiedenen Richtun-
gen a und b zur Atomanordnung. Die fein gestrichelte Kurve resultiert aus der Streuung an einem „homogenen" Scheibchen. 

tion erfüllt die BRAGGsche Reflexionsbedingung 2 d 
sin (9 = ^ (@ = # / 2 ) . Derartig große Aperturwinkel 
werden normalerweise jedoch nicht benutzt. Für die 
Diskussion wichtiger ist der Vergleich mit der Streu-
kurve einer homogenen phasenschiebenden Scheibe 
mit dem inneren Potential U\ (s. o.) für Aperturen 
kleiner als etwa 1 • 1 0 - 2 . Für diese wurde nach (17) 
berechnet, daß die Streuamplitude proportional zu 

ist. Dieser Ausdrude ist zum Vergleich in 
Abb. 8 eingetragen. Man erkennt, daß die Amplitude 
und Lage der Maxima, Minima und Nulldurchgänge 
bei dem 20 Ä-Scheibchen gut mit der Streukurve des 
realen Objektes aus Einzelatomen übereinstimmt. 
Die „kristalline Struktur" macht sich also erst bei 

größeren Streuwinkeln im Auftreten von „ B R A G G -

Reflexen" bemerkbar. Daß die Übereinstimmung bei 
der 10 Ä-Scheibe nicht so genau ist, liegt einfach 
daran, daß der effektive Radius der Atomanordnung 
in Wirklichkeit etwas größer als 5 Ä ist. 

Hiermit ist gezeigt, daß die Annahme eines homo-
genen phasenschiebenden Objektes mit einem inne-
ren Potential Uj eine gute Näherung ist. Aus (7) 
kann man ersehen, daß U\ und F(0) gemäß 

F(0) = 2nme Z Ui 
h2 n 

zusammenhängen (n = Zahl der Atome des Phasen-
objektes und V dessen Volumen). 



4. Aussagen über die Bildintensität 
bei Phasenkontrast 

Das Integral (23) ist für den Spezialfall eines 
phasenschiebenden Scheibchens berechnet und in 
Abb. 5 dargestellt. Es muß nur mit dem Faktor 

XemUj D _ 7t D U\ = ^ 
2 7i h2 ~ lU0 ~ 

multipliziert werden, um (20) angeben zu können: 

B(r')ges = A0 + A0dL(r') . (26) 

Um die gesamte Bildintensität zu erhalten, muß man 
berücksichtigen, daß bei jedem Phasenobjekt ein 
Untergrund-Kontrast zu erwarten ist. Das Phasen-
objekt liegt z. B. entweder auf einer Trägerfolie oder 
besteht aus einer Inhomogenität (Dichtevariation) in 
einer homogenen Schicht (s.a. Abb. 1) . Definiert 
man mit T = I/I0 die „Transmission" des Objekt-
untergrundes ( / 0 = einfallende Elektronenintensität 
in A / cm 2 ) , so hängt diese von der Objektivapertur a 
ab (s. u. ) . Es bedeute T0 der Anteil der Trans-
mission, der aus der Streuung in sehr kleine Streu-
winkel resultiert (Diskussion s. u.) und T(a) die 
höhere Transmission, welche sich aus den in Winkel 
zwischen 0 und a gestreuten Elektronen zusammen-
setzt, welche die Aperturblende passieren können. 

Die gesamte Bildintensität überlagert sich aus die-
sem Anteil des Objektuntergrundes und dem Phasen-

Die „Kontrastdicke" ist diejenige Massendicke, 
welche den e-ten Teil der Intensität (37%) durch die 
Aperturblende hindurchläßt. Es bedeuten ferner 

x = J i a t f A 

a NhZ2 R212 ( 1 + (e UQ/m c2)) V ; 

die „Aufhellungsdicke" und [s. o. ( 10 ) ] der 
„charakteristische Winkel". 

Gl. (30) gilt für den unelastischen Anteil nur für 
Aperturen größer als 1 — 2 1 0 - 3 , weil in (29) unter 
diesen Bedingungen (7/4 e U0)2 gegenüber zu ver-
nachlässigen ist. Die Aussagen der LENzschen Theorie 
lassen sich mit den Experimenten 1 2 ' 1 3 in Einklang 
bringen, wenn man für ein Element bei einer Strahl-
spannung x.d und aus dem Experiment durch Aus-
gleichsrechnung ermittelt. Es genügen dann diese 

1 2 W . LIPPERT U. W . FRIESE, V. Intern. Congr. Electron Micro-
scopy Philadelphia, Vol. I, AA-1 [1962]. 

anteil, welchen man durch Quadrieren der Bild-
amplitude (26) erhält. Da in (26) der zweite Term 
bedeutend kleiner als A0 ist, kann man das Quadrat 
dieser kleinen Größe vernachlässigen und erhält 

= (1 + 2 ÖL (/)) T0 + (T(a) - T0) 

= T ( a ) ( l + 2 6 L ( / ) ^ ) y ( 2 7 ) 

Über T (a) lassen sich quantitative Aussagen mit 
Hilfe der LENzschen Streutheorie 10 gewinnen. Den 
elastischen Streuanteil erhält man aus (10) , wenn 
man durch Integration von F2{d) = doe\/dQ über den 
Raumwinkel von & = a bis oo alle elastisch gestreuten 
Elektronen erfaßt, welche von der Aperturblende 
zurückgehalten werden. Die entsprechende Schwä-
chung der Primärintensität 70 in einer Schicht d.r 
erhält man mit Multiplikation der in dieser Schicht 
vorhandenen Atome und schließlich die gesamte 
Transmission durch Integration über die Schicht-
dicke. Mit dem analogen Ausdruck der LENzschen 
Theorie für die unelastische Streuung 

dOunel _ 4 Z / , _ 1 \ / o g ) 
dQ aE*q'*\ (1 + q'2 R2)2} 

' " - " { " H - i k J ) ( 2 9 ) 

und / = „Ionisationsenergie" des Atoms ergibt sich 
die Durchlässigkeit T = I/I0 zu 

(30) 

2 Konstanten, um die Aperturabhängigkeit und den 
Einfluß der Strahlspannung aus (30) zu berechnen 
(Ahnlichkeitsrelationen nach L I P P E R T 1 2 ) . 

Den Bruchteil der Elektronen T0, welcher un-
gestreut bleibt, erhält man auf folgende Weise. Aus 
(30) ergibt sich der elastische Gesamtquerschnitt, 
wenn man a = 0 setzt. Dies ist für den unelastischen 
Anteil in (30) nicht erlaubt (s. o . ) . Es liegen aber 
von L E N Z Berechnungen des Verhältnisses n vom un-
elastischen zum elastischen Gesamtquerschnitt vor 
(s. Tabelle), womit 

r 0 = exp j — — (1 + n) j . ( 3 2 ) 
{ I 

In Abb. 9 ist für einige Beispiele die Abhängigkeit 
der Transmission von der Apertur dargestellt. Die 

13 L. REIMER, Z. Angew. Phys. 13, 432 [1961]. 

elastischer • unelastischer Teil 

T(a) = - = exp - 4 x Z j-1 
Z x a _ 4(1 + (a/$0)2) 

+ l n ( l / l + O V a ) 2 ) = exp { - * / * * } 



Werte auf der Ordinatenachse stellen die T0- Werte 
dar. Es wurden folgende Zahlenwerte benutzt, die 
für U0 = 80 kV aus experimentellen Daten 1 2 ' 1 3 ge-
wonnen wurden: 

Ele-
ment 

Xa O g • c m - 2 ] 
exp. theor. 

#0 
exp. theor. 

n 
exp. theor. 

C 
Ni 
Pt 

39 24,7 
23 14.9 
17 13,1 

0,027 0,023 
0 ,034 0,038 
0,034 0 ,054 

3,7 (40 kV) 4 ,24 
- 1,25 
- 0,36 

Zum Vergleich sind die aus der LENzschen Theorie 
folgenden Werte für und aufgeführt. Der 
experimentelle Wert für n wurde von uns unter Mit-
arbeit von F R Ö H L I C H mit einem Gegenfeldfilter be-
stimmt. 

Abb. 9. Die Transmission T als Funktion des Aperturwinkels 
A für verschiedene Massendicken X = QD. Die gestrichelten 
Kurvenstücke bei 5 - 1 0 ~ 3 geben den zusätzlichen Streukon-
trast an, den ein phasenschiebendes Scheibchen von 2,5 Ä 
Dicke hervorruft. Die eingezeichneten senkrechten Striche 
zeigen die mögliche Amplitude bei positivem und negativem 

Phasenkontrast, wenn L(r') = 1 . 
C: T0=e~<U2z; Ni: p t : T0 = e~0.097». 

Die nach der Theorie von L E N Z berechneten Kur-
ven in Abb. 9 gelten jedoch streng nur für gas-
förmige Objekte, bei denen keine Beeinflussung der 
Streuung benachbarter Atome durch Interferenz-
effekte auftritt. Bei amorphen Objekten weicht jedoch 
der Kurvenverlauf kaum von demjenigen frei 
streuender Atome in Abb. 9 ab, weil nach Abb. 2 die 
Streukurve F ( $ ) für amorphe Objekte um die Kurve 
freier Atome oszilliert. Das gleiche gilt für die Durch-
lässigkeitskurven polykristalliner Aufdampfschichten 

mit sehr kleinen Kristalliten, deren Abmessungen be-
deutend kleiner als die Extinktionsdicke t0 der dyna-
mischen Theorie ist, d. h. also der kinematischen 
Theorie gehorchen. Bei einkristallinen Objekten, die 
so zum Strahl orientiert sind, daß keine niedrig in-
dizierten BRAGG-Reflexe angeregt sind, ist die 
Durchlässigkeit höher. Mit der Kontrastdefinition 
£ = log ( / „ / / ) = — log 71 ergibt sich experimentell 14 

für f / 0 = 6 0 k V und a = 4 - 1 0 ~ 3 unter diesen Beob-
achtungsbedingungen Kkr[it rn 0,6 âmorph oder r k r i s t 

= (T'amorph)0'6- Die Elektronen, welche auf diese Weise 
in kristallinen Objekten durch eine bestimmte Apertur-
blende mehr hindurchgelassen werden, befinden sich 
als ungestreute Elektronen im Primärstrahl. In kri-
stallinen Objekten werden außerhalb der BRAGG-

Reflexe überhaupt nur unelastisch gestreute Elek-
tronen und elastisch gestreute Elektronen durch ther-
misch diffuse Streuung auf Grund der Gitterschwin-
gungen liegen. Diese experimentellen Aussagen sind 
jedoch zur Zeit die einzigen Informationen über die 
quantitativen Kontrastverhältnisse in einkristallinen 
Objekten an Stellen ohne niedrig-indizierte BRAGG-

Reflexe, an denen etwa A L B E R T U. a. 1 den Phasen-
kontrast eingeschlossener Fremdstoffmoleküle be-
obachteten. Weitere Untersuchungen über die erhöhte 
Transmission in kristallinen Objekten gegenüber 
amorphen sind in Vorbereitung. Da die Informa-
tionen für einkristalline Objekte demnach bisher noch 
nicht ausreichen, sind in Abb. 9 und obiger Tabelle 
die Werte für feinkristalline Ni- bzw. Pt-Schichten 
eingesetzt. 

Die Beleuchtungsapertur aB hat keinen Einfluß 
auf den Flächenkontrast (30 ) , solange diese be-
deutend kleiner als die Objektivapertur a ist. Da in 
der Praxis die Beleuchtungsapertur je nach Erregung 
des Kondensors zwischen 1 0 - 5 und 10~3 liegt und 
die Objektivapertur zwischen 4 - 1 0 - 3 bis 2 • 10~ 2 , ist 
diese Bedingung stets erfüllt. Für den Phasenkontrast 
hat die Beleuchtungsapertur jedoch einen entscheiden-
den Einfluß. Die Breite des Primärfleckes in der 
Beugungsebene (Brennebene des Objektivs) ent-
spricht der Beleuchtungsapertur. Der Phasenkontrast 
kann sich nur dann ungestört auswirken, wenn die 
Beleuchtungsapertur kleiner als die durch Beugung 
verursachte Halbwertsbreite des nullten Hauptmaxi-
mums in Abb. 8 ist, also z. B. a p < c a . 2 - 1 0 - 3 für 
ein 10 Ä-Scheibchen. Anderenfalls werden die Beu-
gungsminima- und -maxima verwaschen und sowohl 

14 L. REIMER, Lab. Invest. 14, 939 [1965] ; Z. Angew. Phys., 
in Vorbereitung. 



die Schärfe des Bildes als auch der Phasenkontrast 
nimmt bei einer Defokussierung ab. Man kann sich 
dies auch rein geometrisch klar machen. Nach 
Abb. 5 b liegt das Maximum des Phasenkontrastes 
bei Af = 0,2 ju. Das Objekt muß daher bei dieser 
Defokussierung um 2 Af aB ^ 8 Ä breiter erscheinen. 

In derselben Weise wirkt auch eine Verbreiterung 
des nullten Hauptmaximums durch unelastische 
Streuprozesse, die vorwiegend in kleine Winkel er-
folgen. Auch die unelastisch gestreuten Elektronen 
können noch zum Phasenkontrast beitragen. Man 
kann z. B. beobachten, daß sie zur Intensität der 
FRESNEL-Säume beitragen, wenn die Elektronen nach 
Passieren einer relativ dicken Kohleschicht an einer 
Kante gebeugt werden. Erst wenn durch Mehrfach-
streuung der Primärstrahl einschließlich der un-
elastisch gestreuten Elektronen divergenter wird, 
überlagern sich Maxima und Minima der FRESNEL-

Säume und es kommt nur zur Ausbildung eines dif-
fusen Beugungssaumes. 

Um den Phasenkontrast voll auszunutzen, sollte 
also die Beleuchtungsapertur aB hinreichend klein 
sein und die gesamte Dicke des Objektes so gering, 
daß der Bruchteil T0 der ungestreuten Elektronen 
noch größer als 30% ist. In Abb. 9 sind die Intensi-
tätsschwankungen eingezeichnet, welche sich nach 
(27) bei einer Apertur von 5 10~3 und L(r) = 1 
bei Über- und Unterfokussierung ergeben. Die be-
nutzten r o -Werte sind auf der Ordinatenachse zu ent-
nehmen. Für C wurde U\ = 10 V und für Ni und Pt 
U\ = 20 V als Näherungswert eingesetzt. Es wird da-

bei angenommen, daß ein 2,5 Ä dickes Scheibchen 
auf einer Trägerfolie des betreffenden Materials und 
der angegebenen Dicke liegt und damit eine zusätz-
liche Phasenschiebung verursacht. Die gestrichelten 
Kurvenstücken geben den Kontrast an, den diese zu-
sätzlichen Scheibchen auf Grund der reinen Streu-
absorption hervorrufen würden. Bis auf Pt wären 
die hierdurch hervorgerufenen Unterschiede in der 
Transmission so gering, daß sie visuell kaum zu er-
kennen sind. Durch Phasenkontrast können jedoch 
so große Unterschiede in der Bildintensität auftreten, 
daß obige Phasenobjekte klar zu erkennen sind. Aus 
den Abb. 5 ist jedoch zu ersehen, daß für Phasen-
objekte mit Durchmessern kleiner als 10 Ä L ( r ) weit 
unter 1 bleibt. 

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, den Zu-
sammenhang zwischen dem Phasenkontrast durch 
Defokussierung und der Elektronenstreutheorie auf-
zuzeigen. Es werden von uns Versuche unternommen, 
die Theorie mit Experimenten zu vergleichen, über 
die später berichtet werden soll. Die Schwierigkeiten 
liegen in der Wahl geeigneter Objekte, welche nicht 
zu klein sein sollen, da sonst die Photometrierung 
der photographischen Platte erschwert wird. Wir 
haben deshalb die Versuche zunächst mit Ferritin-
Molekülen begonnen, die einen Durchmesser von 
50 Ä besitzen und wegen des Gehaltes an Fe-Atomen 
auch im Fokus noch klar zu erkennen sind. 

Mein besonderer Dank gilt Herrn Dr. L. ALBERT für 
ausführliche Diskussionen dieser Arbeit. 
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